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Resumo: nos últimos anos a evolução dos sistemas electrónicos de processamento de
sinal, que combinam uma alta potência de cálculo com um tamanho reduzido, tem permi-
tido o desenvolvimento de sistemas acústicos submarinos que operam a altas frequências
(acima de 1 kHz); tais sistemas permitem o processamento eficiente do sinal recebido em
antenas com sistemas simples, ou compostos, de hidrófonos. Em paralelo com a vertente
de engenharia aplicada tem-se assistido ao reviver do interesse de modelação, relacionada
com a utilização de modelos de traçamento de raios; tais modelos permitem a modelação
a altas frequências com um tempo de cálculo, compat́ıvel com as necessidades de um
sistema que deve responder em tempo real. O intenso desenvolvimento das aplicações e
dos modelos não tem sido porém acompanhado pela uniformização teórica das diferentes
aspectos da modelação, o que dificulta o desenvolvimento de aplicações dos modelos em
simulações e em dados reais. Os objectivos principais deste documento consistem em
apresentar uma revisão teórica dos modelos de traçamento de raios, em abordar alguns
dos problemas numéricos envolvidos na aplicação dos modelos, e em mostrar aplicações
concretas, baseadas nos modelos TRACE e TRACEO actualmente em desenvolvimento
no SiPLAB.
1 Introdução
Na actualidade os sistemas acústicos submarinos podem operar a altas frequências, e ofere-
cem desempenhos de potência de cálculo e de tamanho, que facilitam o desenvolvimento de
sistemas eficientes de processamento, transmissão e recepção de sinal acústico submarino.
Em paralelo com a vertente de engenharia aplicada verifica-se um reviver do interesse
pelos modelos de traçamento de raios, os quais permitem a modelação a altas frequências
com tempos de cálculo que são compat́ıveis com as necessidades de um sistema que deve
responder em tempo real. Tal desenvolvimento não tem sido acompanhado pela uni-
formização teórica da teoria de traçamento de raios; verifica-se na literatura a existência
de abordagens ora baseadas nas equações clássicas da Eikonal, ora baseadas na aplicação
do formalismo Hamiltoniano, com integração seja ao longo do raio de propagação, seja ao
longo da distância de propagação. Os objectivos principais deste documento consistem em
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apresentar uma revisão teórica dos modelos de traçamento de raios, seguido da discussão
de alguns dos problemas numéricos envolvidos na aplicação dos modelos; para complemen-
tar essa discussão mostram-se resultados concretos nas aplicações de barreiras acústicas,
localização de fontes com antenas de sensores vectoriais e em inversão geoacústica, obtidos
com os modelos TRACE e TRACEO, que se encontram actualmente em desenvolvimento
no SiPLAB. O presente documento encontra-se dividido em quatro secções. Na primeira
é introduzida uma revisão teórica da aproximação do traçamento de raios no contexto da
acústica submarina; a segunda secção discute algumas das questões numéricas mais rel-
evantes para a resolução das equações diferenciais envolvidas no traçamento de raios; na
terceira secção são apresentadas algumas aplicações concretas dos modelos de traçamento
de raios TRACE e TRACEO, desenvolvidos pelo SiPLAB e na quarta secção são apre-
sentadas as conclusões gerais da aplicabilidade do método.
2 Teoria
2.1 A equação acústica de onda
O ponto de partida para a discussão do traçamento de raios é dado pela equação acústica






= s(t) , (1)
onde p(t) representa a pressão da onda acústica e s(t) representa o sinal emitido. Apli-

















Aplicando a aproximação de ondas planas é posśıvel escrever que [1]
P (ω) = Aeiωτ , (3)
onde A representa uma amplitude de onda que varia lentamente, enquanto que ωτ repre-
senta uma fase de rápida variação; substituindo a aproximação na forma homogénea da










e a equação de transporte:
2 (∇A · ∇τ) + A∇2τ = 0 . (5)
As secções que se seguem disctuem em detalhe as Eqs.(4)–(5).
2.2 Solução da equação da Eikonal
A Eq.(4) pode ser escrita na forma
|∇τ | = 1
c
, (6)







onde ds representa o diferencial da distância percorrida pela onda propagante. Segue-se





pode ser interpretada como o tempo de percurso, gasto pela onda após a sua propagação








2.2.1 O prinćıpio de Fermat e o formalismo Lagrangiano










No contexto deste formalismo o Lagrangiano dever ser representado como uma função das
coordenadas e velocidades generalizadas [2]:


































































































De acordo com o prinćıpio de Fermat
δτ = 0 ,


































ẋ2 + ẏ2 + ż2










ẋ2 + ẏ2 + ż2










ẋ2 + ẏ2 + ż2






Desta maneira, é posśıvel concluir que a solução da equação da Eikonal requer a solução


















































2.2.2 A lentidão do som
O inverso da velocidade do som aparece de maneira sistemática no sistema Eq.(14). O
sistema de equações pode ser simplificada definindo o inverso da velocidade do som como







































Uma simpflicação adicional pode ser alcançada introduzindo o vector de lentidão do som:
σ = [σx , σy , σz] . (17)







































A equação da Eikonal pode ser extendida ao caso de uma coluna de água perturbada













∇c− σ × (∇× v)− (σ ·∇) v , (21)
onde v representa o vector de corrente e
Ω =
c
c (1 + v · σ)
. (22)
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2.2.4 Simetria ciĺındrica (caso bidimensional)
Num sistema com simetria ciĺındrica (ver Fig.1) a equação da Eikonal pode ser deduzida
directamente da Eq.(18) e da Eq.(19), pela simples substituição de x com r e ignorando


























Na Eq.(24) σr(s) e σz(s) representam, respectivamente, as componentes horizontal e ver-
tical components da lentidão do som:
σ(s) = [σr(s) , σz(s)] .












Figure 1: Inclinação do raio, θ, passo do raio ds e passos horizontal e vertical dr e dz
no caso de simetria ciĺındrica; as diferentes grandezas estão ligadas entre si através das
relações
dr = cos θds , dz = sin θds , tan θ = dz/dr , ds =
√
(dr)2 + (dz)2 .
O sistema de equações dado por Eq.(23) e Eq.(24) pode ser reescrito facilmente na

































= constante . (26)
O conjunto de condições iniciais necessário para resolver a equação bidimensional da
Eikonal é dado por







onde θs representa o ângulo de emissão, [rs, zs] é a posição da fonte e cs é a velocidade do
som na posição da fonte.
O sistema de equações da Eikonal pode ser manipulado de maneira a mudar a variável



















































2.2.5 O formalismo Hamiltoniano




(σxẋ+ σyẏ + σz ż −H) ds , (30)
onde H representa o Hamiltoniano do sistema:
H(x, y, z, σx, σy, σz) = σxẋ+ σyẏ + σz ż − σ . (31)




[ẋδσx + σxδẋ+ ẏδσy + σyδẏ + żδσz + σzδż − (. . .)] ds
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onde























[(. . .) + σxδẋ+ σyδẏ + σzδż] ds .
onde

























É posśıvel reparar que
B∫
A
(σxδẋ+ σyδẏ + σzδż) ds =





(σ̇xδx+ σ̇yδy + σ̇zδz) ds ,






































De acordo com o prinćıpio de Fermat δτ = 0, o que permite deduzir o seguinte sistema



































O Hamiltoniano pode ser escrito igualmente de maneira a desenvolver a integração pelo
tempo de percurso e substituindo as componentes da lentidão do som com as componentes




kx = ωσx , ky = ωσy , kz = ωσz ,
é posśıvel obter o Hamiltoniano[5]1:
H = ω2 − c2k2 , (33)
(esta equação corresponde ao Hamiltoniano dado pela Eq.(31), multiplicada pelo factor


































Tal como mostrado previamente o caso bidimensional com simetria ciĺındrica pode ser























Diversas aplicações usam o Hamiltoniano escrito em termos de s ou de r. No primeiro
caso e para uma geometria ciĺındrica ter-se-ia que
H = σrṙ + σz ż − σ , (34)









































1A expressão completa para o Hamiltoniano corresponde a
H = (ω − k · v)2 − c2k2 ,
onde v representa o vector de corrente.
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2.3 A equação de transporte
Apesar da sua aparente complexidade a Eq.(5) pode ser resolvida analiticamente, o que












e J representa o Jacobiano da transformação entre as coordenadas do raio e as coordenadas
ciĺındricas; de facto, o Jacobiano representa a secção transversal do tubo de raios, que
liga a posição da fonte com a posição do hidrófono. Os pontos em que J = 0 define as
cáusticas do campo de pressão, isto é, correspondem aos pontos do guia de onda onde o
campo de pressão acústica é singular.
2.4 Feixes Gaussianos e o sistema de equações dinâmicas do raio
A aproximação de feixes Gaussianos permite ultrapassar as singularidades introduzidas
pela Eq.(3), ao substituir os raios da aproximação clássica por feixes cuja amplitude
decresce segundo uma curva Gaussiana na perpendicular ao eixo de propagação; nesta
aproximação a pressão acústica ao longo do raio pode ser definida como [7, 8]













onde n representa a distância normal ao eixo do feixe e A é uma constante de normal-
ização, que pode ser calculada através da expansão de uma fonte pontual num sistema de
feixes. Após substituição na Eq.(2) é posśıvel obter novamente o sistema Eq.(4) (que re-
presenta agora as coordenadas do eixo central do feixe), assim como o sistema de equações















































= cos θ . (39)
As condições iniciais para p(s) e q(s) podem ser
q(0) = 0 e p(0) = 1 .
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Desta maneira, a pressão acústica ao longo do raio pode ser calculada como












s representa a amplitude do raio induzida pelo espalhamento ciĺındrico;
deve ser multiplicado pelo factor de decaimento φr de maneira a ter em conta as perdas
de energia induzidas pelas reflexões nas fronteiras do guia de onda; o factor φc representa
a variação da fase induzida pela formação das cáusticas. Os dois factores são discutidos
na secção que se segue.
2.5 Cáusticas e reflexões nas fronteiras





onde nc é o número de vezes que se verifica uma mudança de sinal em q(s) [9]. O factor





onde nr representa o número total de reflexões e Ri é o coeficiente de reflexão na i-ésima
reflexão. O caso nr = 0 representa a situação em que o raio é apenas refractado, o que
corresponde ao factor φr = 1. Adicionalmente, a interface coluna de água/ — ar pode
ser caracterizada com o coeficiente Ri = −1, enquanto que à interface coluna de água —
meio totalmente ŕıgido corresponde o coeficiente Ri = 1. No caso de reflexões num meio
elástico (ver Fig.2) o coeficiente de reflexão deve ser calculado como [11]:
R (θ) =
D (θ) cos θ − 1
D (θ) cos θ + 1
, (44)
onde

















A4 = A3 sin θ , A5 = 2A
2

























Figure 2: Reflexão do raio num meio elástico.







o coeficiente de reflexão é real. Regra geral a atenuação é desprezável para os ângulos
de reflexão abaixo de θc; adicionalmente, a energia transmitida às ondas transversais do
meio elástico é pouco significativa quando os ângulos de incidência são muito reduzidos.
2.6 Feixes Gaussianos geométricos
A influência do feixe na perpendicular ao eixo do raio pode ser calculada usando a
aproximção dos feixes Gaussianos geométricos [9, 10]
P (s, n) = φr
A(s)√
r(s)
φ(s, n)e−i[ωτ(s,n)−φc] , (46)





para n(s) ≤ W (s)
0 resto dos casos
, (47)
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W (s) representa a largura do feixe, definida como
W (s) =
∣∣∣∣∣ q(s)∆θcs cos θ(s)
∣∣∣∣∣ , (48)
∆θ é a separação angular entre os raios e n(s) é a distância normal entre as coordenadas
(r, z) do hidrófono e as coordenadas do raio [r(s), z(s)]. A pressão acústica induzida pela
influência de m raios resulta da superposição da pressão acústica induzida por cada raio:
P (r, z) =
m∑
i=1
Pm(r, z) , (49)
onde






−i[ωτm(s,n)−φmc ] . (50)
2.7 Velocidade das part́ıculas
A velocidade das part́ıculas do fluido pode ser calculada da pressão acśtica através da
relação [12]
v = − i
ωρ
∇P , (51)
onde ρ representa a densidade da coluna de água e ω é a frequência angular da onda
propagante.
3 Questões numéricas
O traçamento de raios requer a solução de um conjunto espećıfico de tarefas, das quais as
seguintes podem ser consideradas como mais relevantes:
1. a solução numérica do sistema da equação da Eikonal;
2. a interpolação de diferentes grandezas (perfil do som, superf́ıcie e batimetria, etc.)
e o cálculo de derivadas;
3. a aplicação da lei de reflexão especular numa fronteira de inclinação arbitrária.
O método de resolução de cada uma destas tarefas é discutido a seguir.
3.1 Solução numérica da equação da Eikonal
O sistema de equações da equação Eikonal pode ser integrado numericamente aplicando
um método de Ruge-Kutta de quarta ordem (doravante RK4). Considerem-se por exemplo
a Eq.(18) e a Eq.(19). Ambas podem ser escritas de forma compacta como uma equação
diferencial de primeira ordem
dy
ds






















A Eq.(52) é integrada com método RK4 usando o seguinte algoritmo:
yk+1 = yk + [K1 + 2K2 + 2K3 + K4] ds/6 ,
K1 = f(tk,yk) ,
K2 = f(tk + ds/2,yk + K1ds/2) ,
K3 = f(tk + ds/2,yk + K2ds/2) ,
K4 = f(tk + ds,yk + K3ds) .
(54)
Os passos das coordenadas estão relacionados com o passo do raio através das relações
(ver Fig.3):
dx = ds cos θ cosφ , dy = ds cos θ sinφ , dz = ds sin θ ;
por outro lado as componentes do vector de lentidão correspondem a
σx = σ cos θ cosφ , σy = σ cos θ sinφ , σz = σ sin θ ,






































3.2 Interpolação e cálculo de derivadas
A tarefa de interpolação e de cálculo de derivadas pode ser resolvida numericamente
através de uma interpolação baricêntrica parabólica. Esta aproximação pode ser descrita
da forma seguinte: considere-se um conjunto de três pontos x1, x2 e x3 e os valores
respectivos da função f(x1), f(x2) and f(x3). Pretende-se interpolar a função e a sua
primeira e segunda derivadas num ponto x, posicionado entre x1 and x3 (ver Fig.4). A
aproximação baricêntrica parabólica pode ser escrita como







Figure 3: Coordenadas esféricas e passo do raio.
Segue-se desta expressão que
a2 =
f(x2)− f(x1)
(x2 − x1) (x2 − x3)
e a3 =
f(x3)− f(x1)
(x3 − x1) (x3 − x2)
.
A aproximação para as derivadas corresponde então a
df
dx




= 2 (a2 + a3) .
A aproximação pode ser extendida para incluir mais do que três pontos, ou para a inter-
polação a duas ou mais dimensões.
x1 x2 x3
x
bc bc bcbc X
Figure 4: Interpolação baricêntrica unidimensional.
3.3 Reflexão especular na fronteira
A aplicação das leis de reflexão especular numa fronteira com uma inclinação arbitrária
pode resultar de dif́ıcil aplicação se baseada no cálculo da inclinação do raio incidente e
na inclinação da normal no ponto de incidência. Uma aproximação mais eficiente resulta
da aplicação da expressão
τ r = τ i + (2 cos θ1) n , (56)
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onde n representa o versor da normal no ponto de incidência, τ i é o versor do raio de
incidência, τ r é o versor do raio na direcção de reflexão e
cos θ1 = n · (−τ i) .
Após o cálculo da direcção de reflexão o traçamento do raio pode ser reinicializado “posi-
cionando” a fonte no ponto de incidência e emitindo o raio na direcção de reflexão.
4 Aplicações
O desenvolvimento de aplicações t́ıpicas de alta frequências baseou-se na utilização do
TRACE e do TRACEO, dois modelos de traçamento de raios actualmente em desenvolvi-
mento no SiPLAB [13]. Os dois modelos estão escritos em Fortran77, e foram concebidos
com uma estructura modular que pode ser facilmente extendida e adaptada a diversas
aplicações; os modelos podem ser compilados com o g77, o gfortran ou o g95. A diferença
fundamental entre os modelos reside no facto de que o TRACEO admite uma entrada de
dados, em que se define um objecto no guia de onda; tal objecto representa uma interface
adicional para além das fronteiras do guia de onda (ou seja, da superf́ıcie e do fundo).
A medida que um determinado raio vai sendo calculado o TRACEO verifica se o raio é
reflectido nas fronteiras ou no objecto. Quando tal reflexão é detectada o modelo deter-
mina o ponto de intersecção do raio com a interface, a direcção de reflexão, e reinicia o
traçamento a partir desse ponto. Neste momento os modelos tem sido utilizados em duas
aplicações concretas, nomeadamente para estudos de barreiras acústicas e para estudos de
inversão geoacústica, envolvendo a utilização de antenas de sensores vectorias (doravante
VSA2).
4.1 Barreiras acústicas
Um objecto que se encontre entre uma fonte e um hidrófono perturba o campo de pressão
acústica, seja através do bloqueio ou da redirecção da energia do campo (ver Fig.5);
adicionalmente as zonas de interferência constructiva e destructiva são redistribúıdas,
gerando variações nos ńıveis de intensidade do campo, que potenciam a detecção de “in-
trusos” na zona insonificada. Simulações de barreiras acústicas num guia de onda raso
(para uma frequência de 5 kHz), usando o TRACE e o TRACEO para modelar o campo
sem e com um objecto, indicam que os ńıveis de detecção alcançados são aceitáveis até
meia distância entre o emissor e o receptor[14].
4.2 Antenas de sensores vectoriais
As antenas de sensores vectoriais constituem uma das últimas inovações no campo da
acústica submarina. Em contraste com os sistemas de sensores clássicos, que apenas
permitem o registo da pressão acústica, as VSA permitem registar o campo de pressão e
2Das siglas em ingês Vector Sensor Arrays.
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(a) (b)
Figure 5: Campo acústico para uma frequência de 500 Hz, num guia de onda com veloci-
dade do som constante; (a) na ausência de obstáculos (calculado com o TRACE); (b) e
na presença de um obstáculo (calculado com o TRACEO).
as componentes de velocidade da part́ıcula; o acesso a uma maior quantidade de medidas
deve permitir, consequentemente, a utilização de um conjunto mais reduzido de sensores
em comparação com os que são usados numa antena convencional. As secções que se
seguem ilustram as vantagens de utilização das VSA no caso particular (simulado) de
localização de uma fonte e no caso real de inversão geoacústica.
4.2.1 Localização de fontes
O problema clássico de localização de fontes pode ser abordado através do cálculo do
estimador de Bartlett [15]
E(r, z) = e∗Re , (57)
onde e representa o vector normalizado dos dados de pressão, calculados pelo modelo, R









∗ representa a conjugação transposta e L é o número de vezes que o conjunto de dados
foi observado. Gerando realizações de e para diferentes posicionamentos da fonte gera-se
uma superf́ıcie de ambiguidade, cujo máximo indica a verdadeira posição da fonte. O
estimador clássico pode ser extendido aos dados de velocidade da part́ıcula introduzindo
a matriz de covariância
R =




onde Rp, Ru e Rw representam as matrices de covariância calculadas para os dados
normalizados de P , u e w, respectivamente. Adicionalmente, o vector gerado pelo modelo





onde ep, eu e ew representam os vectores normalizados de p, u e w, respectivamente. A
“replica” e deve ser também normalizada. As vantagens de utilização da VSA quando
comparada com uma antena convencional encontra-se ilustrada na Fig.6. A superf́ıcie de
ambiguidade de Bartlett foi gerada para uma idealização de um guia de onda profundo,
um perfil de Munk, uma frequência de 50 Hz e uma antena de 33 hidrófonos (posicionados
equidistantemente entre a superf́ıcie e o fundo). A figura evidencia a ambiguidade signi-
ficativa na posição da fonte que resulta do cálculo do estimador quando apenas é usado
um determinado tipo de informação (e = ep, ou e = eu, ou e = ew). A ambiguidade
desaparece no momento em que os três tipo de dados são usados para calcular o estimador.
Pressão Componente horizontal
Componente vertical VSA
Figure 6: Simulações de comparação entre o Bartlett clássico e o Bartlett VSA para uma
antena com 33 hidrófonos.
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4.3 Inversão geoacústica
Os sistemas de VSA podem ser igualmente usados em estudos de inversão geoacústica
a altas frequências; neste sentido, a velocidade de cálculo dos modelos de traçamento
de raios resulta ser uma caracteŕıstica atractiva para a sua aplicabilidade aos problemas
envolvendo altas frequências. A Fig.7 ilustra um conjunto de resultados preliminares,
obtidos gerando réplicas de P e de v com o TRACE [16]. O parâmetro estimado corre-
spondeu à velocidade do som no sedimento. Conjuntamente com o estimador de Bartlett
clássico e o Bartlett VSA a estimação recorreu a um estimador de Bartlett baseado na
representação dos dados numa base de quaterniões. Tal como mostrado pela figura a es-
timação baseada na conjugação dos dados de pressão com as componentes da velocidade
da part́ıcula reduzem significativamente os ńıveis de ambiguidade do parâmetro estimado;
tal optimização pode ser ainda melhorada se o estimador “convencional” de Bartlett VSA
recorrer a uma base de quaterniões. Durante o processamento dos dados reais reparou-se
adicionalmente que nalguns casos a estimação com a componente vertical de v exibia
menos ambiguidade do que a estimação VSA. Pensa-se que tal é devido ao facto de que
na estimação geoacústica são os raios com maior interacção com o fundo aqueles que
“transportam” a maior variedade de informação sobre os parâmetros que é preciso esti-
mar. Esta hipótese de trabalho, embora tenha vindo a ser sustentada em vários ocasiões
pelos resultados dos dados processados, permanece de momento uma interessante questão
em aberto.
   
Figure 7: Superf́ıcies de ambiguidade para a velocidade compressional do sedimento ao
longo do tempo de recepção (dados da experiência Makai’05): (a) Bartlett clássico; (b)
Bartlett VSA; (c) Bartlett VSA numa base de quaterniões.
5 Conclusões
A revisão teórica apresentada no ińıcio deste trabalho permite a abordagem coerente das
questões teóricas relacionadas com o tratamento de raios, seja em termos das equações
clássicas da Eikonal ou em termos do Hamiltoniano, com integração ao longo do percurso
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do raio ou da distância de propagação. Adicionalmente, o material apresentado permite
também confirmar as vantagens resultantes da utilização dos modelos de traçamento de
raios, em aplicações de acústica submarina a altas frequências. Neste sentido, o esforço
de desenvolvimento do TRACE e do TRACEO mostra-se recompensado com a qualidade
dos resultados obtidos, tanto ao ńıvel das simulações como ao ńıvel dos dados reais. Tal
esforço não é no entanto indicador da conclusão do trabalho de desenvolvimento. Perfila-
-se no futuro a unificação dos dois modelos, num modelo único que possa lidar com o
traçamento de raios “passivo” (sem objectos no guia de onda) ou “activo” (com mais do
que um objecto). Tal processo de unificação servirá de base para a extensão do modelo
para o caso tridimensional.
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[13] Rodŕıguez O.C. The TRACE & TRACEO ray tracing pro-
grams. Description available at SiPLAB webpage, May 2008.
http://www.siplab.fct.ualg.pt/models/trace/manual/index.html.
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